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М. А. БЕЛОВ, Л. И. БУРОВ, Л. Г. КРЫЛОВА
ПРОСТРАНСТВЕННО-ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДЛЯ ОПИСАНИЯ
ФОРМИРОВАНИЯ ИЗЛУЧЕНИЯ В ТВЕРДОТЕЛЬНОМ ЛАЗЕРЕ
С ПАССИВНЫМ ПРОСВЕТЛЯЮЩИМСЯ ФИЛЬТРОМ
Рассмотрена одномерная пространственно-динамическая модель формирования усиленного излучения в твердотельном 
лазере с пассивной модуляцией добротности. Численные расчеты выполнялись для Nd:YAG с насыщающимся фильтром 
Cr4+:YAG. Рассмотрена зависимость пиковой мощности импульса от мощности накачки. Пиковая мощность импульса растет 
вплоть до некоторого значения мощности накачки, затем спадает, другими словами, наблюдается максимум в зависимости 
максимальной мощности импульса от мощности накачки. Зависимость длительности импульса от накачки, наоборот, прохо-
дит через минимальное значение. Максимум пиковой мощности и минимум длительности импульса наблюдаются при одина-
ковой мощности накачки. Конкретные величины параметров экстремальных значений зависят от общей длины резонатора и 
длины насыщающегося фильтра. Частота следования импульсов практически линейно зависит от мощности накачки в широ-
ком диапазоне вариаций параметров лазерной системы.
Ключевые слова: твердотельный лазер; режим модулированной добротности; пространственно-временная модель.
One dimension time-space model has been considered for passive Q-switched regime in a solid state Nd:YAG laser with a Cr4+:YAG 
saturable absorber. The numerical simulation revealed a maximum in the dependence of a generation peak power on the pump power, 
and a minimum in the dependence of a pulse width on the pump power. These are observed for the same pump power values that de-
pend on a total resonator length and a saturable absorber length. The pulse frequency is almost linearly dependant on the pump power 
within a wide range of laser parameters.
Key words: solid state laser; Q-switched regime; time-space model.
Режим модулированной добротности является широко распространенным и достаточно хорошо ис-
следованным для твердотельных лазеров (ТТЛ) [1]. Однако при его реализации приходится находить 
согласование достаточно большого числа внутренних параметров, особенно при пассивной модуляции 
добротности [1]. В последние годы все большее внимание уделяется геометрическим параметрам таких 
лазеров, в частности тем, для которых размеры резонатора находятся в пределах нескольких миллиме-
тров. Однако даже для таких лазерных систем используют составной резонатор [2–4]. С другой стороны, 
для получения сверхкоротких импульсов применяют ТТЛ с длиной резонатора в несколько метров [5, 6].
Большое число  параметров ТТЛ определяет необходимость их оптимизации для достижения задан-
ного диапазона значений выходных характеристик. Существенную базу для решения подобных задач 
могут обеспечить достаточно строгие теоретические модели, которые позволяют установить взаимо-
связь внутренних параметров и их влияние на выходные характеристики. Большинство используемых 
в настоящее время подходов не отвечает требованиям общности, так как являются по своей природе то-
чечными (используют параметры, усредненные по объему резонатора [7–9]). Это либо вообще исклю-
чает пространственную эволюцию усиленного излучения внутри резонатора, либо сводит ее к неким 
эффективным значениям (например, за один обход резонатора [10]). Последний подход является весьма 
Вестник БГУ. Сер. 1. 2014. № 1
26
популярным [1], однако в данном случае характерным временным масштабом становится время обхода 
резонатора. Тем не менее, даже для очень коротких резонаторов лазерных чипов это время может быть 
сравнимо или даже больше [11] длительности импульсов. В этом случае скоростные уравнения уже не 
могут корректно описывать динамику формирования лазерных импульсов.
В последние годы начинают активно разрабатываться пространственно-динамические модели, ко-
торые дают возможность непосредственно описывать эволюцию импульса усиленного излучения по 
мере его распространения в резонаторе лазера [7, 8, 12–14]. Такие модели позволяют выявить целый 
ряд существенных деталей и особенностей процесса формирования усиленного импульса [7–9], чего 
не обеспечивают точечные модели.
В данной работе предлагается одномерная  пространственно-динамическая модель формирования 
усиленного излучения, в которой нет ограничений ни на длину активной среды, просветляющегося 
фильтра и  резонатора в целом, ни на взаимное расположение элементов. В качестве активной среды 
взят Nd:YAG, а в качестве насыщающегося фильтра – Cr4+:YAG. Выбор определялся только возможно-
стью использования полного набора параметров для этих сред по данным работы [15].
Теоретическая модель и методика решения
Схема расположения внутрирезонаторных 
элементов представлена на рис. 1. Излуче-
ние накачки Pнак (в работе речь будет идти 
о поперечной непрерывной накачке лазера) 
поглощается ионами активной среды (АС). 
Величины промежутков L1 и L2, если это не 
оговорено дополнительно, полагались рав-
ными нулю. Величина L3 варьировалась 
в достаточно широком диапазоне (от 10 см 
до 2,4 м). Основной особенностью предлага-
емой модели является то, что процессы уси-
ления и поглощения излучения происходят 
лишь в активной среде и насыщающемся поглотителе (НП). В промежутках L1, L2 и L3 излучение 
распространяется свободно, что может быть рассмотрено как эффект запаздывания (в программе это 
было реализовано с помощью циклического массива).
В качестве исходной использована хорошо известная точечная модель [15], в которой для описания 
динамики активной среды и насыщающегося фильтра используются величины обобщенных коэффи-
циентов усиления (D и Ds соответственно). Первым принципиальным отличием предлагаемой модели 
от модели [15] является то, что производные берутся по реальному, а не нормированному времени. 
Вторым отличием является замена средней концентрации фотонов двумя встречными потоками u±, ко-
торые зависят от координаты х, т. е. меняются по длине резонатора (входному зеркалу соответствует 
x = 0, выходному зеркалу – x = 1), а также введение членов, описывающих вклад спонтанного испуска-
ния. Для упрощения расчетов предполагаем, что распределение энергии накачки по объему активной 
среды является однородным, что приближенно соответствует условиям поперечной диодной накачки.
Соответствующая система уравнений может быть представлена в следующем виде:
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где u+ и u– – безразмерные плотности потока фотонов генерации, распространяющихся в положитель-
ном (+) и отрицательном (–) направлениях вдоль оси резонатора, а остальные параметры определяются 
следующим образом [15]:   
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где N2 и 2sN  – населенности возбужденных уровней активной среды и насыщающегося фильтра соот-
ветственно; 
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e g
I
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      – размерные плотности потока фотонов генерации (соответствующие 
Рис. 1. Схема расположения внутрирезонаторных элементов:
АС – активная среда, НП – насыщающийся поглотитель,
х – пространственная координата
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u+ и u– соответственно), Рнак = I · hνнак Sнак – мощность накачки. Тогда мощность выходного излучения 
генерации можно определить по формуле Р = R+ · hνген Sген.
Значения и физический смысл остальных используемых величин приведены в таблице.
Значения и физический смысл использованных величин
Величина Физический смысл Значение
γa Сечение поглощения в канале накачки 8,63 · 10
–24 м2
γe Сечение испускания в канале генерации 2,8 · 10
–23 м2
σa Сечение поглощения фильтра 8,7 · 10
–23 м2
σe Сечение испускания фильтра 2,8 · 10
–23 м2
τg Время жизни возбужденного состояния ионов активной среды 170 · 10
–6 с
τs Время жизни возбужденного состояния ионов фильтра 3,4 · 10
–6 с
Lg Длина активной среды 0,05 см
Ls Длина насыщающегося фильтра Диапазон изменения указан в тексте
NT Концентрация ионов активной среды 2,2 · 10
26 м–3
N0 Концентрация ионов фильтра 3,0 · 10
24 м–3
αL Безразмерные внутренние потери 0,002
r1 Коэффициент отражения входного зеркала 1,0
r2 Коэффициент отражения выходного зеркала 0,99
λнак Длина волны накачки 808 нм
λген Длина волны генерации 1,065 мкм
c Скорость света в вакууме 3 · 108 м/с
Pнак Мощность накачки Диапазон изменения указан в тексте
Sнак Площадь пятна накачки 1 · 10
–4 м2
Sген Площадь пятна генерации 1 · 10
–8 м2
n Коэффициент преломления АС и НП 1,8
Динамические уравнения для u+ и u– должны включать не только производную по времени, но и про-
изводную по координате вдоль оси резонатора. Таким образом, их можно представить в виде
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где |D| – модуль величины D; Rлюм – безразмерный люминесцентный фактор (полагался Rлюм = 0,001); 
соответствующие параметры A и A1 определяются как и в [15]:
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Так как процесс усиления излучения генерации происходит только в активной среде, то в уравнени-
ях (3) будут отсутствовать члены с Ds. Соответственно, в насыщающемся фильтре будут отсутствовать 
члены, содержащие D. 
Для упрощения дальнейших численных расчетов выбирался высокодобротный резонатор с коэффи-
циентами отражения зеркал r1 = 1 и r2 = 0,99. Отражение излучения генерации от границ активной сре-
ды и насыщающегося фильтра в работе не учитывалось. Тогда граничные и начальные условия будут 
иметь следующий вид:
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Для решения системы (1) – (5) использовалась явная полушаговая численная схема для гиперболи-
ческих уравнений из [16]. Ее суть заключается в том, что вначале по времени делается половинный шаг 
(dt/2), а значения функций u± вычисляются при этом не в узлах сетки, а посередине между ними. После 
этого значения функций u± вычисляются на полном шаге по времени (dt), с учетом их значения на по-
ловинном шаге. Для устойчивости численной схемы требуется, чтобы шаги по времени и координаты 
были согласованы (в данной работе 2dx c dt  ).
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Численный расчет системы проводился на суперкомпьютерах СКИФ К1000-05 Белорусского госу-
дарственного университета и Гродненского государственного университета.
Результаты численного моделирования
Вначале остановимся на зависимости выходной мощности от времени в режиме модуляции добротно-
сти. Общий вид такой зависимости проиллюстрирован на рис. 2, а, а отдельно взятый импульс приведен 
на рис. 2, б. Заметим, что характерной особенностью является то, что лазер не сразу выходит на стабиль-
ный режим генерации (когда параметры каждого следующего импульса такие же, как у предыдущего), а 
имеется некоторый переходной режим работы (на рис. 2, а, этому процессу соответствует  промежуток 
0–50 мкс). Форма получаемого импульса иллюстрируется рис. 2, б. Отметим, что импульс имеет харак-
терное для режима модуляции добротности быстрое нарастание и относительно плавное затухание.
          а       б
Рис. 2. Зависимость мощности выходного излучения от времени (а)
и один увеличенный импульс (б) для Pнак = 5,4 Вт, Ls = 2,5 мм, L3 = 0,43 м
       а       б
Рис. 3. Зависимость пиковой мощности выходного излучения
и длительности импульса τ от мощности  накачки Pнак:
а – L3 = 0,1 м;        Ls, мм:   1 – 2,4,   2 – 2,5,   3 –  2,7;
б – Ls = 0,25 мм;     L3, м:   1 – 0,1,   2 – 0,55,   3 – 1,04
       а       б
Рис. 4. Зависимость частоты следования импульсов ν от мощности накачки Pнак:
а – L3 = 0,1 м;     Ls, мм:   1 – 0,24,   2 – 0,25,   3 –  0,27;
б – Ls=0,25 мм;     L3, мм:   1 – 0,1,   2 – 0,55,   3 – 1,04
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Сразу же необходимо отметить, что анализ полученного массива расчетных данных сталкивается 
с двумя основными проблемами. Первая из них связана с отсутствием системных экспериментальных 
исследований влияния геометрических параметров лазерной системы на выходные характеристики. 
Как правило, такие исследования носят достаточно ограниченный характер. Например, в работе [17] 
рассматривались зависимости длительности импульса, частоты повторения импульсов и мощности вы-
ходных импульсов в зависимости от подаваемой накачки для Nd:YLF – лазера с зеркалами на моносло-
ях графена для трех длин (562, 282 и 162 мм) резонатора. Похожая ситуация и в работе [18], но здесь 
диапазон длин резонатора совсем иной (7, 15 и 25 мм). Наиболее полным оказывается эксперимент 
в работе [19], но рассматриваемый диапазон накачек является достаточно узким (20–400 мВт).
Вторая проблема связана с тем, что ряд интересных экспериментальных исследований [20–22] не 
содержит достаточно полного набора значений параметров ТТЛ, которые позволили бы провести кор-
ректный анализ. Поэтому сравнение с экспериментальными данными будет в дальнейшем носить в ос-
новном качественный характер.
Остановимся теперь на исследовании зависимости максимума выходной мощности генерации Pп 
и длительности импульса τ от мощности накачки Pнак (рис. 3, а). Длительность импульса генерации 
определялась как его ширина, взятая на полувысоте. На рис. 3, а представлена характерная зависимость 
Pп от накачки при вариации толщины насыщающегося фильтра. В этих зависимостях можно выделить 
два участка. При относительно невысокой мощности накачки Pп меняется практически линейно, что 
и обнаруживалось в экспериментах [4, 23].
Однако при увеличении мощности Pнак эта зависимость становится нелинейной, достигает некото-
рого критического значения РнакКР, при превышении которого величина мощности генерации начинает 
уменьшаться. С ростом толщины насыщающегося фильтра значение Pп растет, а его положение смеща-
ется в область более высоких значений накачки.
Наличие максимума в зависимости Pп от мощности накачки Pнак следует из бифуркационного анализа 
[15] режима пассивной модуляции добротности, в то время как прямой расчет на основе точечной модели 
[10] дает зависимость, близкую к линейной. Однако область значений мощности накачки в этом случае 
существенно меньше и не доходит до значений, которые в соответствии с результатами работы [15] позво-
ляют обнаружить максимум зависимости Pп(Pнак). Следует подчеркнуть, что сравнение полученного тео-
ретического результата с экспериментальными данными требует большой аккуратности. Подавляющее 
большинство экспериментов выполнены для относительно небольшого превышения пороговых значений 
мощности накачки и дают практически линейную зависимость, хотя в работе [24, 25] отмечается нели-
нейный загиб в области больших накачек, а для лазера на основе Nd:YLF с насыщающимся фильтром 
SESAM на монослоях графена [17] наличие такого максимума обнаружено в явном виде.
Для длительности выходного импульса от мощности накачки (см. рис. 3, а) наблюдается обратная 
зависимость: по мере увеличения Pнак длительность сначала падает и достигает минимальных значений 
в области, соответствующей максимуму пиковой мощности. Похожая картина совпадения областей 
максимума выходной мощности и минимума длительности наблюдается и в работе [17].
Аналогичная картина наблюдается и при увеличении длины L3 (рис. 3, б), при сохранении Ls посто-
янной. Максимум пиковой мощности и минимум длительности импульса генерации будут  совпадать 
и с ростом величины L3 смещаться в сторону больших значений накачки. 
Расчет показывает, что частота повторения импульсов выходного излучения ν практически линейно 
меняется с ростом мощности накачки (рис. 4), и  наблюдается лишь незначительная нелинейность в об-
ласти высоких значений накачки, соответствующих спаду пиковой выходной мощности. Отметим, что 
с увеличением длины насыщающегося фильтра (рис. 4, а), а также с увеличением длины L3 (рис. 4, б) 
частота ν будет уменьшаться. Полученные результаты хорошо согласуются с приведенными в [21, 25].
При анализе влияния геометрических факторов (например, зависимость выходных характеристик от 
длины резонатора) проявляются монотонные зависимости, причем если длительность импульса растет 
практически линейно (рис. 5, а), то и пиковая мощность (см. рис. 5, а), и частота повторений импульсов 
(рис. 5, б) будут снижаться. Так, например, увеличение длины резонатора с 0,1 до 1,04 м приводит к 
уменьшению Pп более чем на 20 %. Адекватность этого результата может быть проверена сопостав-
лением с аналитически полученным выражением для мощности импульса [10], согласно которому Pп 
должна быть обратно пропорциональна времени обхода резонатора, а соответственно, и полной длине 
резонатора лазера (в нашем случае L3). Правильность полученной зависимости τ от L3 также подтверж-
дается теоретическими работами [10, 19] и экспериментальными данными [19, 20].
Результаты численных расчетов для ряда случаев показали, что при фиксированной длине резонатора 
Lрез = L1+L2+L3 изменение положения активной среды и насыщающегося фильтра (в данной работе из-
менялись L2 и L3) сказывается незначительно на значения пиковой мощности, длительности и частоты 
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повторения. Например, при мощности накачки Pнак = 1,9 Вт мощность выходной генерации изменилась 
менее чем на 1 % при изменении расположения насыщающегося фильтра внутри резонатора (вплотную 
к активной среде и в середине резонатора). Однако на данный момент этот результат нельзя считать об-
щей закономерностью, и требуется более детальная и последовательная проверка такого вывода.
* * *
Результаты работы показывают, что предложенная пространственно-динамическая модель для опи-
сания режима пассивной модуляции в ТТЛ является вполне работоспособной и пригодной для проце-
дур оптимизации параметров лазерной системы. Несмотря на большую ресурсоемкость, предложенная 
модель уже дает ряд новых результатов, связанных с соотношением экстремальных значений плотно-
сти потока фотонов и длительности импульса и влиянием толщины просветляющегося фильтра (пара-
метр, который достаточно легко менять).
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ЧИНЬ НГОК ХОАНГ (ВЬЕТНАМ), ФАМ УИЕН ТХИ (ВЬЕТНАМ), ЛЭ ТХИ КИМ АНЬ (ВЬЕТНАМ),
М. Н. ТРУЩЕНКО, Ж. И. БУЛОЙЧИК
КОЛИЧЕСТВЕННОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ СОДЕРЖАНИЯ Ca, Mg И Al
В БИОЛОГИЧЕСКИХ ЖИДКОСТЯХ МЕТОДОМ ЛАЗЕРНОЙ
АТОМНО-ЭМИССИОННОЙ СПЕКТРОМЕТРИИ
Изучено пространственное распределение некоторых жизненно необходимых элементов в высохших на пористой поверх-
ности каплях биологической жидкости (БЖ) методом лазерной атомно-эмиссионной многоканальной спектрометрии. Подо-
браны оптимальные условия для создания модельных образцов, аналогичных реальным пробам биологических жидкостей 
(кровь, плазма крови). Достигнута (максимальная, приемлемая) схожесть физико-химических свойств разработанных стан-
дартных образцов (СО) с анализируемыми БЖ. Приведена методика получения СО с использованием альбумина в качестве 
белка и осадителя (ортофосфата калия) для корректировки размера высыхающей капли.  Проведено количественное определе-
ние кальция, магния и алюминия в БЖ и сравнение изменения содержания кальция в крови и плазме крови больных до и после 
операции. Продемонстрирована возможность контроля изменения содержания макроэлемента в БЖ пациентов. Показано, что 
предложенная методика количественного определения некоторых элементов позволяет оперативно выявлять отклонения в их 
содержании и своевременно корректировать лечение.
Ключевые слова: биологические жидкости; кровь; приповерхностная лазерная плазма; лазерная атомно-эмиссионная 
спектрометрия; сдвоенные лазерные импульсы; кальций; магний; алюминий; ортофосфат калия.
The paper presents a study into the spatial distribution of some vitally important elements in the drops of biological fl uids (BF) 
dried on porous surfaces with the use of multichannel atomic-emission spectrometry. The optimum conditions have been selected 
for the development of a model and for the real probes of biological fl uids (blood, blood plasma). A maximal similarity (correlation) 
has been attained between the physicochemical properties of the developed standard samples (SS) and the analyzed biological fl uids. 
A method to obtain SS has been proposed using albumin as a protein and potassium orthophosphate as a sedimentation agent for 
correction of the size of drying drops. The content of calcium, magnesium, and aluminum in BF has been estimated quantitatively; 
changes in the content of calcium in blood and blood plasma of the patients before and after operations have been compared. The 
possibility to control changes in the content of macroelements in BF of the patients has been demonstrated. It has been shown that the 
methods put forward for quantitative estimations of some elements in BF enable one to reveal deviations in their content and to correct 
adequately the course of treatment. 
Key words: biological fl uids; blood; surface laser plasma; laser atomic-emission spectrometry; double laser pulses; calcium; 
magnesium; aluminum; potassium orthophosphate.
В последние годы анализ биологических объектов стал одной из основных областей применения 
инструментальных, в том числе спектральных, методов анализа. Такие исследования актуальны при 
диагностике врожденных патологий, экологически обусловленных заболеваний, профессиональных 
заболеваний, связанных со спецификой промышленного производства, и др.
Известно огромное влияние макроэлементов (кальций, калий, натрий, магний и др.) и микроэлемен-
тов (цинк, медь, железо и др.) на функционирование организма и состояние здоровья. Становится все 
